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  فصل اول:

  

  ي اعداد آشنایی با نظریه
  

  

  

  2.............. صفحه ....................................................................................................... استدلال ریاضی -  1درس 

  9..........صفحه ................................................................................................پذیري در اعداد صحیح  بخش -  2درس 

  19.............................. صفحه .............................................................نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها هم -  3درس 

  

  

  

  

  

  

  

  .نمره دارد 7نمره  و اگر خرداد مردود شوید در امتحان شهریور  5و در ترم دوم نمره  15از این فصل در امتحان ترم اول 
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  استدلال ریاضی - 1درس 

ها و  درك وفهم ریاضی بدون توجه به استدلال امکان ندارد و آموزش ریاضیات را محدود به حفظ کردن رویه تعریف استدلال:

هاي استدلال و اثبات در ریاضیات، هم به فهم ریاضیات و هم به بسط و توسعه آن کمک  روش ها خواهد کرد. آشنایی با الگوریتم

  هاي استدلال و اثبات در ریاضی است. نماید. هدف ما در این درس آشنایی با برخی از روش شایانی می

  

  انواع استدلال: 

  کند. یآوردن یک مثال است که درستی یک حکم را در حالت کلی رد م مثال نقض: -1

  شود. توجه: مثال نقض اصلاً روش اثبات نیست و فقط براي نشان دادن نادرستی حکم استفاده می

�2مثال) آیا  + nهمواره عددي اول است؟ خیر با قرار دادن  1 = 29داریم  9 + 1 =   پذیر. بخش 3که عددي است بر  513

  باشد. پذیر ن و خودش بخش1آوري: عدد اول یعنی بر هیچ عددي به جز  یاد

براي اثبات مستقیم ابتدا باید قضیه خواسته شده را به زبان ریاضی بنویسیم و بعد با اصول و قواعد صحیح  اثبات مستقیم: -2

  کنیم  گیري می  ریاضی نتیجه

  هاي زیر توجه کنید. براي انجام اثبات مستقیم به نمایش

2k) (عدد فرد: 2kعددزوج: ( + :nk) (عدد مضرب 1 n عدد مربع ) (لکامk2عدد مکعب کامل) (k3عدد مربع کامل فرد ) ((2k +

2k) (دو عدد فرد متفاوت 2(1 + 1, 2k� + 2k) (دو عدد فرد متوالی 1 + 1, 2k − ,�2k) (دو عدد زوج متفاوت 1 2k دو عدد زوج) (

2kمتوالی  + 2, 2k عددگویا) (
�

�
|b ≠ k(دو عدد صحیح متوالی   )kعددصحیح  ) (0 + 1, k(   

 .دارد 1 مانده باقی 6ر تقسیم بر ن) ثابت کنید تفاضل مکعب دو عدد صحیح متوالی دتمری

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

--------------------------------------------------------------------------------------- -----  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  هاي زیر را بررسی کنید:  تمرین) درستی یا نادرستی گزاره

  پذیر است. بخش 3سه عدد طبیعی متوالی بر  الف) مجموع

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

�22ب) عدد 
+   ، عددي اول است.nعددهاي طبیعی  به ازاي همه 1

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  یا با ارائه مثال نقض رد کنید. هاي زیر را اثبات و تمرین) هریک از گزاره

  الف) مجموع هر دو عدد فرد، عددي زوج است. 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------- -  

y :�xو  xب) براي هر دو عدد حقیقی  + y = √x + �y  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  پذیر است. بخش 6بیعی متوالی بر ضرب سه عدد ط پ) حاصل

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  
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�2، عدد 1تر از  ت) براي هر عدد طبیعی بزرگ −   اول است.  1

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ث) مجموع هر دو عدد گویا، عددي گویاست.

 -------------- ------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

A⋃Bداشته باشیم  Cو  A ،Bج) اگر براي هر سه مجموعه  = A⋃C  آن�هB = C  

 -------------------- ------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

4kضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن�ه  حاصل kچ) اگر  +   مربع �مل است. 1

 -------------------- ------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------ --  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ها اثبات با در نظر گرفتن همه حالت -3

  ي موارد ممکن در مورد مسئله را در نظر بگیریم. به مثال زیر توجه کنید. گاهی براي اثبات یک گزاره لازم است همه

p صورت گزاره توان به نمایش دهیم، حکم را می rو فرد بودن عبارت را با  qرا با  nو فرد بودن  pرا با  nاگر زوج بودن  ∨ q ⇒ r 

  ارزي با توجه به همنمایش داد.

 p ∨ q ⇒ r ≡ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r) شود. ي اثبات در مثال فوق توجیه می شیوه 

 
 
 
 
 
 

P1ي دلخواه داریم: به طریق مشابه، براي هر تعداد متناهی گزاره ∨ P2 ∨ … P� ⇒ r ≡ (P1 ⇒ r) ∧ (P2 ⇒ r) ∧ … (P� ⇒ r)  

n ،n2تمرین) ثابت کنید براي هر عددي طبیعی  − 5n +   ي فرد است.عدد 7

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------------------------------------------- ---------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------ --------------------------------------------------------  

nتمرین) ثابت کنید براي هر  ∈ ℕ  3عبارتn2 + n +   عددي فرد است؟ 5

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------- ----------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

-------------------------------------------------------------------------------- ------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

p ∨ q ⇒ r ≡ r ∨ ~(p ∨ q) 
≡ r ∨ (~p ∧ ~q) 
≡ (r ∨ ~p) ∧ (r ∨ ~q) 
≡ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r) 
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abدو عدد حقیقی باشند و  bو  aتمرین) ثابت کنید اگر  = aآن�ه  0 = bیا   0 = 0.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------- -

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------- ----------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

xyتمرین) ثابت کنید اگر  + 1 = x + y  وx  وy  دو عدد حقیقی باشند یاx = yو یا  1 = 1.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------------------------------------------------------------------------- ---

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

a2عددي فرد باشد، ثابت کنید  abدو عدد صحیح باشند و  bو  aتمرین) اگر  + b2 .زوج است  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------- ----------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

Aتمرین)   = Sیک زیرمجموعه از مجموعه  {3,4} = {1, 2, … nاست و  {6, ∈ S اگر ،
�2(��1)2

4
یک عدد زوج باشد ثابت کنید  

n ∈ A.  

----- ---------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------------- ----------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

   )اثبات به روش برهان خلف( اثبات غیر مستقیم -4

کنیم که  اید. در روش برهان خلف فرض می ) با اثبات به روش برهان خلف که نوعی اثبات غیر مستقیم است آشنا شده1در هندسه (

فرض به یک نتیجه غیر  هاي درست و مبتنی بر اي از استدلال ها و دنباله حکم نادرست باشد و سپس با استفاده از قوانین منطق گزاره

شود که فرضِ نادرست بودنِ حکم  رسیم و از آنجا (با توجه به منطقی بودن همه مراحل) معلوم می ممکن یا نتیجه متضاد با فرض می

  گردد.  باطل است و درستی حکم ثابت می

متضاد داریم و به   فردي نظري کاملاً در تعاملات ومحاورات روزمره هم ممکن است از این روش استدلال استفاده کنیم. آنجا که با

اي از  پذیریم و با استفاده از دنباله درستی نظر خود اطمینان داریم، براي رسیدن به نتیجه مورد نظرمان، موقتاً نظر مخالف خود را می

  شود. ض منجر میدهیم که پذیرفتن نظر او به بن بست یا تناق ها و ادبیاتی که مورد توافق دو طرف است، نشان می استدلال

  تمرین) ثابت کنید حاصل جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ، عددي گنگ است. 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

--------------------------------------------------------------------------------- -----------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  
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  گ است.ضرب هر عدد گویاي ناصفر در یک عدد گنگ، عددي گن تمرین) حاصل

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------------- ----------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

اند. ثابت کنید  ترتیب دیگري قرار گرفته هم همان اعداد ولی به b3و  b1 ،b2هستند و  عددهایی صحیح  a3و  a1 ،a2تمرین) 

(a1 − b1)(a2 − b2)(a3 − b3) .عددي زوج است  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------- -----------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------- -  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  هاي زیر را با استفاده از روش برهان خلف ثابت کنید.  تمرین) درستی گزاره

یک عدد گنگ باشد، ثابت کنید  xالف) اگر 
1

�
  نیز گنگ است.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ----------------------------------- ---------------------------------------------------------  

 -------------------------------------------------------------------------------------------  

xدر  fب) اگر تابع  = a  پیوسته ولیg  درx = a ،ثابت کنید   ناپیوسته باشدf + g  درx = a .ناپیوسته است  

 -------------- ------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------- -------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ارز هاي هم هاي بازگشتی/ گزاره اثبات - 5

  نامیم.  ارزش ) می ارز ( هم هاي هم ها را گزاره اگر ارزش دو گزاره یکسان باشد آن

Pهاي  گاه گزاره  ارز (یعنی همواره هر دو درست یا هر دو نادرست) باشند، آن دو گزاره هم Qو  Pاگر  ⇒ Q  وQ ⇒ P  هر دو درست

Pهستند و در نتیجه  ⇔ Q درست است. یک گزاره  

Pبه عکس اگر ترکیب دو شرطی  ⇔ Q گاه  درست باشد، آنP  وQ ها را بدانیم،  ارز خواهند بود و اگر ارزش یکی از آن دو گزاره هم

  توانیم درستی یا نادرستی یک گزاره را بررسی کنیم.  ارزش دیگري نیز همان خواهد بود. به کمک این موضوع می

کنیم. البته این کار ممکن است که در یک  تر است را انتخاب می اي که معمولاً ساده ادرستی گزارهطور معمول درستی یا ن در عمل به

Qسه گزاره باشند و  Rو  P ،Qطور مثال اگر  مرحله انجام نشود، به ⇔ R  وP ⇔ Q  یعنی ارزش سه گزاره یکسان است و اثبات

د کرد. به هر حال ممکن است این عمل ادامه یابد و در تعدادي درستی و یا نادرستی هر یک، تکلیف دو گزاره دیگر را معلوم خواه

  متناهی مرحله کار انجام شود. 

گویند) توانایی ارائه ترکیب  هم می» روش بازگشتی«با توجه به آنچه گفته شد، در هنگام استفاده از این روش اثبات (که گاهی به آن 

  دو شرطی درست و مناسب بسیار اساسی است. 

گیرد، آنجا که براي بررسی یک حکم، معادل  وگوها و مذاکرات معمول هم مورد استفاده قرار می این نوع استدلال در گفتبه هر حال 

گویید معادل این است که ...، یا گفته شما به مثابه آن است که  کنیم و از عباراتی نظیر: آنچه که شما می آن را به مخاطب یادآوري می

نین و ادبیات مورد پذیرش طرفین پیروي کنیم و در ریاضیات از منطق ریاضی. در هر حال در هنگام استفاده از ...، در آنجا باید از قوا

  این نوع استدلال در زندگی روزمره هم ممکن است پس از چند مرحله به نتیجه برسیم.
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,a)تمرین) ترکیب دو شرطی  b ∈ ℝ) ،a = b ⇔ a3 = b3  درست است ولی ترکیب دو شرطیa = b ⇔ a2 = b2 

  درست نیست (چرا؟) 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

-------------------------------------------- ------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

,aتمرین) اگر  b ∈ ℝ هاي دو شرطی زیر درست است؟ یک از ترکیب کدام  

a (الف < b ⇔ a2 < b2  ب) a < b ⇔ a3 < b3 

 -------------- ------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ------------------------------------------------------------------------------------ --------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

aتمرین) اگر  > aثابت کنید  0 +
1

�
≥ 2  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ----------------------------------- ---------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------ --------------------------------------------------------------------------------  

تمرین) ثابت کنید 
3��2��2��2

2
≥ x + y + z  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------- ---------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

عددي حقیقی و مثبت باشد آن�ه  xتمرین) ثابت کنید (اگر 
3

�
+

�

3
≥ 2(  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

-- ------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------- -------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ها کمتر نیست.  تمرین) ثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی، از میانگین هندسی آن

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------------------------------- ----------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  
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a2  دو عدد حقیقی باشند ثابت کنید: aو  bتمرین) اگر  + ab + b2 ≥ 0  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------------- ----------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ------------------------------------------ --------------------------------------------------  

  ارزند؟  همn2 و زوج بودن n یک عدد طبیعی باشد، آیا زوج بودن  nتمرین) اگر 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------------------------------------- ----  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ارزند؟  آیا دو گزاره زیر هم تمرین)

  قرار دارد. ABط روي عمود منصف پاره خ Cنقطه  - 1

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------ --------------------------------------  

  یکسان است.AB از دو سر پاره خط C فاصله نقطه  -2

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ----------------------------------------------------------------------------- ---------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ارز) ثابت کنید: هاي هم هاي زیر را به روش بازگشتی (گزاره تمرین) گزاره

  دو عدد حقیقی (مخالف صفر) باشند داریم: yو  xالف) اگر 
�

�
+

�

�
≥ 2  

----------- ---------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

--------------------------------------------------------------------------------- -----------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------- ----------------------------------  

  داریم: yو  xب) براي هر سه عدد حقیقی 

x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx 
 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------------- ----------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 ------------------------------------------ --------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  
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  داریم: yو  x) براي هر سه عدد حقیقی پ

x2 + y2 + 1 ≥ xy + x + y 
 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------ --------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------------------------------------------------- ----------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

x3که  طوري ارائه کنید به xتمرین) عددي حقیقی مانند  < x2.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

αدو عدد گنگ باشند ولی  βو  αر تمرین) اگ + β  گویا باشد، ثابت کنیدα − β  وα + 2β .گنگ هستند  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

--------------------------------------------------------------------------------------- -----  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

x2  وجود دارند که yو  xتمرین) آیا اعدادي صحیح مانند  + y2 = (x + y)2  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------- -----------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  چنان وجود دارند که bو  aتمرین) آیا مقادیر حقیقی و ناصفر 

1

a + b
=

1

a
+

1

b
 (a + b ≠ 0) 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------ --------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------- -------------------------------------  

  ها را رد کنید. هاي زیر را اثبات و یا با ارائه مثال نقض آن تمرین) گزاره

  الف) مربع و مکعب هر عدد فرد عددي فرد است.

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 -------------------------------------------------- ------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  الی همان عدد وسطی است.ب) میانگین پنج عدد طبیعی متو

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------ --------------------------------------------  
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  پذیري در اعداد صحیح  بخش - 2درس 

  عاد کردن:

هرگاه  – پذیر است بخش aبر  bیا  a|b یا شمارد را می a ،bیا  –است  bي عدد  ، که مخالف صفر است، شمارندهaعدد صحیح 

bکه  طوري وجود داشته باشد به qعددي صحیح چون  = aq .  

  a|bنویسیم،  را عاد نکند می bعدد  aپذیر نباشد یا عدد  بخش aبر عدد  bد اگر عد

  در مجموعه اعداد طبیعی وجود دارد؟ yو   xچند عدد دو رقمی قابل قبول براي  y|90و  x|15هاي  تمرین) به ازاي رابطه

 

 

  

هاي ساعت) بچرخانید و آنرا تبدیل  لاف عقربهدرجه در جهت مثبت (خ 90ها را  توانید آن نکته: براي چک کردن روابط عاد کردن می

  به کسر کنید. اگر حاصل کسر عددي صحیح شود، رابطه عاد کردن درست است.

  تمرین) درستی روابط زیر را بررسی کنید. 

)1  16|4 )2  17|51 )3  −3|48 

)4  27|23  )5  25|28 )6  a|0 

  د کند؟ها را عا آن 55تمرین) چند عدد سه رقمی داریم که 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------- ----------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 ------------------------------------------ --------------------------------------------------  

  ي عاد کردن جاهاي خالی را پر کنید. ) با توجه به تعریف رابطهتمرین

63|7 (الف ⇒ 63 = ⋯ × … 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

91 (ب = 7 × … ⇔ ⋯ |91  

------------------------------------------------------------------- -----------------------  

54|6− (پ ⇔ ⋯ = ⋯ × (−6) 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

|5 (ت − 35 ⇔ ⋯ = 5 × … 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

0 (ث = 18 × … ⇔ 18| … 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

a|1 (ج ⇒ a = a یا ⋯ = ⋯ 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

26 (چ = 2 × 13 ⇒ 2| … و … |26 

---------------------------- ----------------------------------------------------------------  
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هاي برابر، ابتدا نشان دهید که  دار با پایه ریف عاد کردن و قوانین ضرب و تقسیمِ اعداد توانز تعتمرین) با استفاده ا

 و سپس ثابت کنید: 39|35

∀m, n ∈ ℕ; m ≤ n ⇒ a�|a�   
--------------------------- -----------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---- ----------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

-------------------------------------------------------------------------- ------------------  

  

  ي عاد کردن هاي رابطه ویژگی

a|b    شمارد؛ یعنی: را نیز می bرا بشمارد، آنگاه هر مضرب صحیحِ عدد b عدد  aاگر عدد  :1ویژگی  ⇒ a|mb  

∋nشمارد که  را می �bشمارد و در حالت کلّی  را می b2را بشمارد، آنگاه  bعدد  aنتیجه: اگر عدد  N .است  

�                                                                              یعنی:
a|b  (الف ⇒ a|b2

a|b ( ب ⇒ a|b�
 

  را اثبات کنید. 1تمرین) ویژگی 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------- -------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------------------------------------------------------------------------- ---  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

هاي زیر دقت کنید و  به گزاره  کند؟ را عاد می cو  bحداقل یکی از دو عدد a توان نتیجه گرفت که  می a|bcتمرین) آیا از اینکه 

  پس از آن پاسخ دهید:

6|3 ( الف ×  9|3 و 6|3 و 9

6|3  (ب × 3  و 6|3 و 5 ∤ 5 

3|6(  ج ×  4∤6 و 3∤6 و 4

------------------------------------------------ --------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  

k؟ (a|bتوان نتیجه گرفت  می ka|kb؟ آیا از ka|kbتوان نتیجه گرفت که  یم a|bتمرین) آیا از اینکه  ∈ ℤ(  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  
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a|bشمارد. را می cعدد  aرا بشمارد آنگاه عدد  cنیز عدد  bرا بشمارد و عدد  bعدد  aاگر عدد  :2ویژگی  ∧ b|c ⇒ a|c  

  یم.نام ي عاد کردن می براي رابطه »خاصیت تعدّي«این خاصیت را 

  را اثبات کنید. 2تمرین) ویژگی 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------ --------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  ي عاد کردن، نشان دهید که: تفاده از خاصیت تعدّي براي رابطهبا اس  تمرین)

a|b ⇒ a|b�  
 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

a|b  شمارد. نیز میهرگاه عددي دو عدد را بشمارد آنگاه مجموع و تفاضل آن دو عدد را  :3ویژگی  ∧ a|c ⇒ a|b ± c 

  را اثبات کنید. 3تمرین) ویژگی 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------- ---------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

a|bتمرین) آیا از اینکه  + c توان نتیجه گرفت که  همواره میa|c  یاa|b؟  

 -------------- ------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ------------------------------------------------------------------------------------ --------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

bو  a|bاگر  :4ویژگی ≠ |a|صورت  این در 0 ≤ |b|.  

  را اثبات کنید. 4تمرین) ویژگی

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------- -  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

aآنگاه  b|aو  a|bاگر  نتیجه: = ±b.  

aه آن� b|aو  a|bتمرین) اثبات کنید اگر  = ±b.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------- -------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  
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aتمرین) اگر  ≠ 7m)عددي صحیح و دو عدد  0 + 6m)و  (6 + aباشند ثابت کنید بخش پذیر  aبر  (5 = ±1.  

--------------------------------------------- -----------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------- ----------------------------------------------------------------------  

  �a�|bنشان دهید که  a|bتمرین) اگر 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------ --------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  .ac|bdنشان دهید که  c|dو  a|bتمرین) اگر 

----------------------------------------------------------- ---------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------ --------------------------------------------------------  

a|mbنشان دهید که  a|cو  a|bتمرین) اگر  ± nc.  استفاده کنید). 3و ویژگی  1(از ویژگی  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ----------------------------------------------------------------------------------- ---------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  دهد. ي زیر اعداد اول را نشان می و خودشان ندارند، مجموعه ي نامتناهی هستند که شمارنده مثبتی به جز یک مجموعه اعداد اول:

pمجموعه  اعدا اول : = {2,3,5,7,11,13,17,23,29,31,37,43, … }  

aصورت  این و در a|pعددي اول باشد  pاگر  نکته: = aیا  ±1 = ±p.  

9k)دو عدد a اگر عدد طبیعی   تمرین) + 7k)و  (7 + aرا عاد کند، ثابت کنید  (6 = aیا  1 = 5.  

---- ----------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

-------------------------------------------------------------------------- ------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------- ---------------------------------------  

   ترین مقسوم علیه مشترك بزرگ

  نویسیم هر دو با هم صفر نیستند) و می bو  aنامیم ( می bو  aم دو عدد صحیح  م را ب dتعریف: عدد طبیعی 

 (a, b) = d هرگاه دو شرط (الف) و (ب) برقرار باشد و اگر دو شرط زیر برقرار باشد آنگاه ،(a, b) = d.  

,d|a (الف d|b    

m∀ (ب > 0; m|a, m|b ⇒ m ≤ d  

  باشد. bو  aمقسوم علیه  dمعنی الف) یعنی 

  تر باشد. هاي دیگر بزرگ از سایر مقسوم علیه dمعنی ب) یعنی 

  شود. 1ها  م آن م نکته: دو عدد نسبت به هم اول هستند اگر ب
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  تمرین) درستی روابط مقابل را بررسی کنید.

(3,4) = 1  , (4,9) = 1  , (7,11) = 1  , (1,12) = 1 
(6,9) = 3  , (8,16) = 8  , (0,6) = 6  , (4, −6) = 2 

  

 ترین مضرب مشترك دو عدد کوچک

,a]نویسیم  نامیم و می می bو  aم دو عدد صحیح و ناصفر  م را ك cتعریف:عدد طبیعی  b] = c ،   هرگاه دو شرط (الف) و (ب) برقرار

,a]باشد، و اگر این دو شرط برقرار باشد آنگاه  b] = c  

,a|c (الف b|c   

m∀ (ب > 0; a|m, b|m ⇒ c ≤ m   

  درستی روابط مقابل را بررسی کنید.تمرین) 

[3,4]=12                                        [6,4 ] = 12                         [−4,16] = 16 [1,8] = 8 

  م ثابت کنید: م م و ك م با توجه به تعاریف ب - 1

a|b(الف   ⇒ (a, b) = |a| 

a|b (ب ⇒ [a, b] = |b| 

 -----------------------------------------------------------------------------------------

 -----------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------- -------------------

 -----------------------------------------------------------------------------------------

 -----------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------------- ------------------------------  

  م: م نحوه محاسبه ب

  ترین توان موجود را در هم ضرب کنید. هاي مشترك با کم ابتدا عددهاي داده شده را به عوامل اول تجزیه کنید. پس عامل

  م: م نحوه محاسبه ك

  م است. م ترین توان ك یر مشترك با بزرگهاي مشترك و غ ي عامل ابتدا عددهاي داده شده را به عوامل اول تجزیه کنید. ضرب همه

,a2]�عددي صحیح باشد حاصل  aتمرین) اگر  a4], (a, a3)� چند است؟  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------- ----------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

aعددي اول باشد و pتمرین) اگر  ∈ ℤ  وp∤a ،ثابت کنید ،(p, a) = 1  

 ----------------------------------------------------------------------- ---------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

9nتمرین) ثابت کنید  + 11nو  4 +   .نسبت به هم اول هستند 5

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

---------------------------------------------------------------------- ---------------------- 

  



  کتاب کار ریاضیات گسسته       

15 

 

 aliahmadimath@ 

  قضیه تقسیم و کاربردها

یافت  rو  qفرد مانند  صورت، اعدادي صحیح و منحصربه این عددي طبیعی باشد در bعددي صحیح و  a: اگر قضیه تقسیم

aشوند به قسمی که  می = bq + r  0و ≤ r < b.  

  نامیم. مانده می را باقی rرا خارج قسمت و  qعلیه،  را مقسومb را مقسوم،  b ،aبر  aدر تقسیم عدد 

ي تقسیم عدد  مانده صورت باقی این باشد، در 3و  5ترتیب  به 17بر  nو  mي تقسیم اعداد  مانده مرین) اگر باقیت

(2m − 5n)  را بدست آورید. 17بر  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------- ------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

------------ --------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 ------  

  را بنویسید. 7بر  41−مانده و خارج قسمت تقسیم  تمرین) باقی

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

--------------- -----------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------- -----

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 ------  

5aمانده تقسیم  است باقی 11و  7برابر  13بر  bو  aمانده تقسیم  تمرین) باقی − 7b  چند است؟ 13بر  

 --------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------- -------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

----------------------------------------------------- ---------------------------------------

 -----  

  :به کمک قضیه تقسیم ℤافراز مجموعه 

اینکه  ، و با توجه بهbعددي صحیح و دلخواه باشد، با تقسیم آن بر عدد طبیعی  aدانیم که اگر  ي تقسیم، می توجه به قضیهبا

0ي  در رابطه rي تقسیم یعنی  مانده باقی ≤ r < b کند، براي  صدق میa  برحسبr  ًدقیقاb صحیح  حالت وجود دارد، مثلاْ اگر عددa 

rپذیر است، یعنی  بخش 5بر  aصورت یا  این تقسیم کنیم در 5را بر  = است یا... یا  1 عدد 5بر aي تقسیم  مانده باقی ،یا0

aاست؛ به عبارت دیگر،  4ي تقسیم مانده  باقی = aیا  ⋯ = 5k + aیا  3 = aیا  ⋯ = 5k + aیا  1 = 5k توان گفت هر  پس می

  نج صورت فوق نوشت.توان به یکی از پ را می aعدد صحیح مانند 

mتمرین) اگر  ∈ ℤ  نشان دهید کهm  2را به یکی از دو صورتk  2یاk +   توان نوشت. (زوج یا فرد) می 1

 --------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------- -----------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------   
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pتمرین) ثابت کنید اگر  > pعددي اول باشد، آن�ه به یکی از دو صورت  3 = 6k + pیا  1 = 6k +   شود. نوشته می 5

 

------------------------------- -------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

4kبه یکی از دو صورت  aتمرین) ابتدا ثابت کنید که هر عدد صحیح و فرد مانند  + 4kیا  1 + پس نشان شود، س نوشته می 3

8t)دهید که مربع هر عدد فرد به ش�  +   است.)مساوي  1 ،با8سیم مربع هر عدد فرد بر ي تق مانده شود (باقی نوشته می (1

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

--------------------------------------------- -----------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

----------------- ---------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

abکنیم  تمرین) فرض می   = cd )d و c , b , a ي عاد کردن از این  صورت پنج رابطه این اعداد صحیح و ناصفرند) در

  تساوي نتیجه بگیرید.

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

---------------------------------------- ----------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------------ --------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

|aآن�ه  a|bتمرین) ثابت کنید: اگر  − b  و−a|b  و−a| − b.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 -------------- ------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

--------------------------------------------------------------------------------- -----------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

aتمرین) اگر  > a|9kو  1 + a|5kو  4 +   عددي اول است. a، ثابت کنید 3

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------- -------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

-------------------------------------------------------------------------- ------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

4k|5که  طوري باشد به ℤدر  kتمرین) اگر عددي مانند  + 16k2|25، ثابت کنید: 1 + 28k + 6  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

--------------------------------------------------------------------------------- -----------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   
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aه گرفت که توان نتیج ، همواره میc|dو  a|bتمرین) آیا از اینکه    + c|b + d؟  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------------------------------------------------ --------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------- -----------------------------------------------------------------------   

  تمرین) ثابت کنید: 

  اند. الف) هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول 

  اند. ب) هر دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم اول 

,m)(راهنمایی: فرض کنید  m + 1) = d  و ثابت کنیدd|1  و نتیجه بگیریدd = 1.(  

--------------------------------------------------------------------- -----------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ------------------------------------------ --------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

pتمرین) اگر  ≠ q  وp  وq  هر دو عدد اول باشند ثابت کنید(p, q) = 1.  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

----- ---------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------------------------------------------------------------------------ --------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

,mتمرین) اگر  n ∈ ℕ  وa, b ∈ ℤ :ثابت کنید  

m ≤ n, a|b ⇒ a� |b�  
 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

----------- ---------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------------------------------------------------------------------------------ --------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

  بیابید. 56را بر  aي تقسیم عدد  مانده باشد، باقی 7و  5ترتیب  به 8و  7بر دو عدد  aي تقسیم عدد  مانده تمرین) اگر باقی 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------------------------------- ---------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------------------- -------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   
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b|aعددي صحیح و فرد باشد و  aتمرین) اگر  + a2)ي تقسیم عدد  مانده صورت باقی این در 2 + b2 +   را بیابید. 8بر  (3

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------------------------------------- ---------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------------------------- -------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

n3|3عددي صحیح باشد ثابت کنید  nتمرین) اگر  − n.  

nسه حالت  n(راهنمایی: براي  = 3k  وn = 3k + n3|3و... در نظر بگیرید و در هر حالت ثابت کنید  1 − n.(   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------ --------------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------- -------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

ي تقسیم نیز  مانده پذیر باشند، ثابت کنید باقی بخش nعلیه، هر دو بر عددصحیح  تمرین) اگر در یک تقسیم، مقسوم و مقسومٌ  

  پذیر است. بخش nهمواره بر 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------------- ---------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------------------------------------------ --   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

aیا  aعددي صحیح و دلخواه باشد ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح  aتمرین) اگر    + aیا   2 + پذیر  بخش 3بر  4

  است.

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------------------------ --------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

-------------------------- ------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

  هاي دو عدد صحیح متوالی عددي فرد است. تمرین) ثابت کنید تفاضل مکعب  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

-- ------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

--------------------------------------------------------------------- -----------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ------------------------------------------ --------------------------------------------------   
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  پذیر است. بخش !3ضرب سه عدد صحیح متوالی همواره بر  تمرین) ثابت کنید حاصل  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 ----------------------------------- ---------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

------- -------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

m)دست آورید:  تمرین) حاصل هریک را به ∈ ℤ) 

,m2]) (الف m], m5) 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

(ب   (2m, 6m3)  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

3m) (پ + 1,3m + 2) 

---------------------------------------- ----------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

(ت   [m7, (m2, m3)] 

--------------------------------------------------------------------------------- -----------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

(ث   [(72,48), 120] 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

------------------------------------ -------------------------------------------------------- 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

---------- ----------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 ----------------------------------------------------------------------------- ---------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 -------------------------------------------------- ------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

---------------------- ----------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

----------------------------------------------------------------------------------------- ---  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 -------------------------------------------------------------- ------------------------------   
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  نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها هم -  3درس 

  نهشتی: هم

  دهیم) نشان می �[r]باشد با نماد  r، مساوي با عدد mها بر عدد  ي تقسیم آن مانده ي اعدادي را که باقی (مجموعه

A0 = {x ∈ ℤ|x = 4k} = {… , −8, −4,0,4,8, … ,16, … } = [0]4   
A1 = {x ∈ ℤ|x = 4k + 1} = {… , −7, −3,1,5, … ,13, … ,21, … } = [1]4  
A2 = {x ∈ ℤ|x = 4k + 2} = {… , −6, … ,2,6,10, … } = [2]4  
A3 = {x ∈ ℤ|x = 4k + 3} = {… , −13, … , −5, −1,3,7,11, … } = [3]4  

، یا هر دو به bو  aهستند و بنابراین هردو عدد صحیح، مانند  ℤي  یک افراز براي مجموعه A3و  A0 ،A1 ،A2هاي  دانیم مجموعه می

اشتراکی با هم ندارند. چرا؟) و لذا  A3و  A0 ،A1 ،A2اند ( یکی از این چهار مجموعه تعلق دارند و یا هر کدام در یک مجموعه واقع

 4و بر  bو  aمساوي باشد یا اصطلاحاً  4بر  bو  aي تقسیم  مانده هر دو در یک مجموعه از این چهار مجموعه باشند (باقی bو  aاگر 

a|4مانده باشند) همواره  هم باقی − b 4طور نباشد  و اگر این∤a − b.  

m|aاگر  bو  aو هر دو عدد صحیح مانند  mبراي هر عدد طبیعی مانند  تعریف: − b گوییم  می»a نهشت با  همb  است به سنج یا

aنویسیم  ؛ و می»mي  پیمانه ≡
�

bي  نهشتی به پیمانه ي هم . تعریف رابطهm زبان ریاضی عبارت است از: به 

∀a, b ∈ ℤ, a ≡
�

b ⇔ m|a − b (m ∈ ℕ)   
�A یعنیباشد، می rبرابر با  mها بر عدد طبیعی  ي تقسیم آن مانده ي اعداد صحیح که باقی ي همه مجموعه قرارداد: =

{x ∈ ℤ|x = mk + r} نهشتی  ي هم را کلاس یا دستهr ي  به پیمانهm نامیم و با نماد  می[r]� یم.ده نمایش می  

� :                               مثال
12 ≡

5
2 , −11 ≡

6
1

−295 ≡
10

− 5 , 23 ≡
3

− 7
  

  تمرین) حاصل عبارات زیر را محاسبه کنید.

)1  1399 ≡
9

 

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

----------------- --------------------------------------------------------------------------- 

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 )2  947 ≡
3

 

------------------------------------------------------------------------ --------------------  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

 )3  419 ≡
11

 

-------------------------------- ------------------------------------------------------------  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 --------------------------------------------------------------------------------------------   

  نهشت است؟  هم 1123با  7پذیري بر  مشخص کنید کدام عدد زیر در بخش تمرین)

37  38  39  40  

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

-------------------------------------------------------------------------------------- ------   

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

 --------------------------------------------------------------------------------------------   
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312ي  رابطه mازاي چند  تمرین) به ≡
�

 برقرار است؟ 533

---- ---------------------------------------------------------------------------------------- 

 --------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------- -----------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------- -------------------------------------  

   توان عددي صحیح را اضافه یا از آن کم کرد. نهشتی می ي هم به دو طرف یک رابطه :1ویژگی

 a ≡
�

b ⇒ �a + c ≡
�

b + c

a − c ≡
�

b − c
  

 چند مثال عددي درستی آنرا بررسی کنید.بارا اثبات کنید و  1تمرین) ویژگی 

-------------------------- ------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------

------ --------------------------------------------------------------------------------------

 --------------------------------------------------------------------------------------------  

  توان در عددي صحیح ضرب کرد.  نهشتی را می ي هم دو طرف یک رابطه :2ویژگی

a ≡
�

b ⇒ ac ≡
�

bc   

 را اثبات کنید و چند مثال عددي براي آن بزنید.  2تمرین) ویژگی 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------- ------------------------------------------------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ------------------------------------------------------------------------------------ -------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  توان به توان رساند.) نهشتی را می ي هم (دو طرف یک رابطه :3ویژگی

a ≡
�

b ⇒ a� ≡
�

b�   

 را اثبات کنید و چند مثال عددي براي آن بزنید. 3تمرین) ویژگی 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------- ----------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------------- ------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

�x3باشد حاصل 13برابر  16بر  xمانده  تمرین) اگر باقی ≡
16

?  چند است؟ �

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------------------- - 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  توان با جمع یا از هم منها و یا در هم ضرب کرد. شند میهاي یکسان داشته با نهشتی را که پیمانه ي هم دو طرف دو رابطه :4ویژگی 

a ≡
�

b , c ≡
�

d ⇒ �

ac ≡
�

db            (1)

a + c ≡
�

d + b (2)

a − c ≡
�

b − d (3)

   

 را اثبات کنید و چند مثال عددي براي آن بزنید. 4تمرین) ویژگی 

------------------------------------------------------------ -------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------- ------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

aصورت  این باشد در rمساوي با  mبر  aي تقسیم  مانده تذکر مهم: اگر باقی ≡
�

r  

a = mq + r ⇒ a ≡
�

r   

aتمرین) ثابت کنید اگر  = mq + r  آن�هa ≡
�

r:  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------- ---------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----- --------------------------------------------------------------------------------------- 

aتمرین) اگر  ≡
19

  است؟ aآن�ه کدام گزینه نمایش درستی از  88

a = 19k + 7  a = 19k + 8 a = 19k + 11  a = 19k + 12  
 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------------------- ----------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------- ---------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

xتمرین) اگر  = 13m −  است؟ xآن�ه کدام یک نمایش درستی از  41

       x  ≡
13

  11                                        x  ≡
13

  9                                      x  ≡
13

  7                            x  ≡
13

2  

 ------------------------------------------ -------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------- ------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  

 mرا بر  aرا مشخص کنیم، کافی است عدد  mي  به پیمانه aنهشت با عدد  ترین عدد نامنفی و هم : هرگاه بخواهیم کوچک1نتیجه

  دست آوریم. مانده را به تقسیم کرده و باقی

aصورت  این مانده باشند در : اگر دو عدد ف تقسیم بر عدد طبیعی هم باقی2نتیجه ≡
�

b.  
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Aقسیم عدد ي ت مانده تمرین) باقی = (27)7 +   بیابید.  13را بر  19

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------- --------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

5631ي تقسیم  مانده حاصل باقی تمرین) ×   چند است؟ 19بر  217

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------- ----------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------------- ------- 

Aي تقسیم عدد  مانده تمرین) باقی = (1000)13 × 12 +   بیابید. 7را بر  10

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---- ---------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------------------------------------------------- ------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

100023)مانده تقسیم  تمرین) حاصل باقی + 15) ×   چند است؟ 13بر  17

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------- ------------------------------------------------------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------ -------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------- ------------------------------------- 

  نهشتی هر مضربی از پیمانه را اضافه یا از آن کم کرد.  ي هم توان به دو طرف یا یک طرف ِیک رابطه : می5ویژگی 

a ≡
�

b ⇒ �a + mt ≡
�

b + mk

a − mt ≡
�

b − mk
   

  

م آن عدد و  م نهشتی را بر ب ي آن هم باید پیمانه نهشتی را بر عددي تقسیم کنیم، ي هم : اگر بخواهیم دو طرف یک رابطه6ویژگی 

  پذیریم) پیمانه تقسیم کنیم. (این ویژگی را بدون اثبات می

ac ≡
�

bc , (c, m) = d ⇒ a ≡

�

�

b   

acنتیجه مهم: اگر  ≡
�

bc  و(c, m) = aصورت  این در 1 ≡
�

b ها، براي هر عدد که نسبت به  نهشتی ي حذف در هم در واقع قاعده

4اول باشد، برقرار است. مثال: واضح است که  پیمانه × 6 ≡
3

4 × (4,3)و چون پس  3 = 6پس  1 ≡
3

3. 
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  بسط دهگانی: 

Aرقمی  nعدد  = a��1a��2a��3 … a2a1a0�����������������������������  را قرار  1عدد  10جاي هر توان  به 9ي  نهشتی به پیمانه و درهممی دهیم را بسط

  .میکنیمحالت کلّی بررسی گیري را در  دهید، سپس همین نتیجه

A = 10��1 × a��1 + ⋯ + ⋯ + ⋯ + 102a2 + 10a1 + 100a0   

⇒ A ≡
9

1 × a��1 + ⋯ + 1 × a1 + a0   

⇒ A ≡
9

…   

  هریک از دو عدد زیر را در مبناي ده بسط بدهید:تمرین )

1388109 = 1 × 106+. .. 
 -------------------------------------------------------- ------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

13571122 = 
 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------- --------------------------------------------------------------------- 

Aي تقسیم عدد  مانده باقی تمرین ) =   بیابید. 9را بر عدد  1358112

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------- ----------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------- ------------- 

 

10با توجه به اینکه  تمرین ) ≡
3

k∀گیریم،  ، نتیجه می1 ∈ ℕ, 10� ≡
3

Aي تقسیم عدد  مانده بنابراین، ، باقی 1 = 598348 

  بیان کنید. 3رقمی بر  nپذیري اعداد  مانده تقسیم و بخش بیابید و سپس یک قاعده �ّی براي یافتن باقی 3را بر 

--------------------------------------- ----------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------- ---------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

10دانیم  می تمرین) ≡
11

− �10زوج،  n؛ بنابراین براي هر 1 ≡
11

�10فرد،  nو براي هر  1 ≡
11

− نهشتی به  حال اگر در هم 1

Aو در بسط عدد  11ي  پیمانه = ، 10هاي فردِ عدد ن، عدد یک و به جاي توا10زوجِ عدد هاي  نبه جاي توا 4985327

  بیابید. 11را بر  Aسیم عدد ي تق مانده قرار دهیم باقی (1−)عدد 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------- ------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------- ------------------------------------------------------------------------ 
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Aرقمی مانند  nاگر در بسط هر عدد  نکته: = a��1a��2 … a2a1a0����������������������� و  2ي  هاي به پیمانه نهشتی (در هم 10هاي عدد  نبه جاي توا

  ) صفر قرار دهیم خواهیم داشت:10و  5

A = 10��1 × a��1+10��2 × a��2 + ⋯ + 102a2 + 10a1 + a0    

⇒ A ≡
2

0 × a��1 + ⋯ + ⋯ + ⋯ × a2 + ⋯ + a0  

⇒ A ≡
2

A و … ≡
5

A و … ≡
10

a0  

  مشابه هم است. 10و  5و  2پذیري بر  یعنی قانون بخش

  

کنیم. یعنی  نگاري استفاده می روز بعد هم سه شنبه است. همین الگو را براي بحث تقویم 7اگر امروز سه شنبه باشد  نگاري: تقویم

رویم تا  دست آمده جلو می آوریم و به تعداد عدد به دست می را به 7ي  انده آن به پیمانهم کنیم و سپس باقی ي دو روز را پیدا می فاصله

  اسفند چند شنبه است؟ 12باشد  آبان 10دست آید. مثلاً اگر امروز سه شنبه  جواب به

12 :                                         حل

اسفند

+ 30

بهمن

+ 30

دي

+ 30

آذر

+ 20

آبان

≡
7

3  

  

  اسفند جمعه است. 12پس 

  دي ماه چند شنبه است؟ 28دي ماه یکشنبه باشد، در همان سال  9تمرین) فرض کنید در یک سال 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------------- ---------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------- --------------------------------------------------------------- 

  آبان همان سال چند شنبه است؟ 13مرداد سالی جمعه باشد،  28تمرین) اگر 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--- ----------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------- ------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  بهمن در همان سال چه روزي است؟ 12صورت  این تمرین) اگر در یک سال، اول مهر شنبه باشد در

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------ -------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------- ------------------------------------- 

تمرین) از روي تقویم سال جاري روز هفته را براي هفتم تیر مشخص کنید و با توجه به آن و به روش فوق مشخص 

  بهمن در سال جاري چه روزي از هفته خواهد بود. درستی پاسخ خود را از روي تقویم نیز بررسی کنید. 22کنید که 

------------------------------------------------------- ------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------- ------------------------------------------------------------ 

 ج پ چ س

0 1 2 3 
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  نهشتی ي هم معادله

axبه فرم  xنهشتی همراه با مجهولی چون  ي هم یک رابطه تعریف: ≡
�

b نامیم؛ و منظور از حل  نهشتی می ي هم را یک معادله

x0هایی چون  ي جواب نهشتی پیدا کردن همه ي هم معادله ∈ ℤ  است که در این معادله صدق کنند، یعنیax0 ≡
�

b. (a, b ∈ ℤ)  

axنهشتی  ي هم همعادل قضیه: ≡
�

b  داراي جواب است اگر و فقط اگر(a, m)|bپذیریم. . این قضیه را بدون اثبات می  

,a)اگر  نتیجه: m) = axي  پس معادله b|1، همواره bچون براي هر  1 ≡
�

b .همواره داراي جواب است  

5xتمرین) جواب عمومی معادله  ≡
7

  دست آورید؟ را به 4

---------------------- ---------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------------------- ----------------------- 

4xي  هاي عمومی معادله جواب تمرین)  ≡
5

 دست آورید. را به 17

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------------------------------------------------------- ------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------- ----------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  پذیر باشند. بخش 7بر  13ها منهاي  ي اعداد صحیحی را بیابید که سه برابر آن همه تمرین)

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------------------------------------------------------- ------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------- ----------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

7xتمرین) اگر  ≡
17

xحاصل  2 ≡
17

  چند است: 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------- ----------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---- ---------------------------------------------------------------------------------------- 

6xي  تمرین) معادله ≡
9

4xي  و معادله 11 ≡
6

18  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------- --------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  دهد. 2مانده  باقی 7برابر آن در تقسیم بر  31ترین عدد صحیح دو رقمی را پیدا کنید که  تمرین) بزرگ

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------------------- ----------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------- ---------------------------------------------- 

   :حل معادلات سیاله و کاربردهاي آن

axي  هاي معادله هرگاه بخواهیم جواب تعریف: + by = c  یعنیx  وy  را در اعداد صحیح بیابیم وc ∈ ℤ  وb  وa صورت  این در

ax)ي مذکور  معادله + by = c) اله  را یک معادلهنامیم. یم ي اول یا خطی درجهي سی  

  :نهشتی  ي هم ي سیّاله به معادله تبدیل یک معادله

axي  ي سیاله معادله + by = c نهشتی (با مجهول  ي هم تواند به یک معادله داراي دو مجهول است و به دو صورت میx  یاy تبدیل (

  شود:

ax + by = c ⇒ ax − c = (−b)y ⇒ −b|ax − c ⇒ b|ax − c  

ax ≡
|�|

c  یا ax ≡
��

c (b < ⇒و (0 ax ≡
�

c (b > 0)  

 توان نوشت: و به طریق مشابه می

by ≡
�

c و by ≡
��

c 

axي سیاله  شرط لازم و کافی براي آنکه معادله«گیریم که   ي قبل نتیجه می با توجه به قضیه تذکر: + by = c  داراي جواب باشد آن

,a)است که،  b)|c.  

11xتمرین) معادله  + 13y =   دست آورید. به yو  xمفروض است. جواب عمومی  27

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------------------------------- ---------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------- --------------------------------------------- 

  ي زیر جواب ندارد. چرا؟ تمرین) کدام معادله

3x + 5y = 12 6x + 20y = 13 9x + 21y = 36 
 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------- ---------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  توانیم از یک و یا هر دو وزنه استفاده کنیم، کیلوگرمی وزن کنیم، می 4و  3کیلویی را با دو وزنه  49ه خواهیم یک کیس تمرین) می

  به چند طریق این عمل ممکن است؟

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------- --------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------ -------------------------------------------------------------------------------- 
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4x سیاله ي با تبدیل معادلهتمرین) + 5y = هاي عمومی این   نهشتی وحل آن، جواب ي هم به معادله 9

  ي سیاله را بیابید. معادله

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------- ------------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------- ----------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

هزار تومان داریم،  860است.  15000و قیمت ساندویچ �لباس  17000تمرین) دریک ساندویچی، قیمت ساندویچ فلافل 

  ي پول را مصرف کنیم. توان خرید به شرطی که همه حداکثر چند تا ساندویچ می

 ------------------------------------------------------------------------------------ -------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------- ------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

33xتمرین) چند عدد دو رقمی در مجموعه جواب  + 51y =   کنند.  صدق می 70

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------- ------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------------------------------------------- --------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  تومانی تبدیل کرد؟ 5000و  2000هاي  تومان را به اسکناس 18000توان  تمرین) به چند طریق می

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------------------------------------------- --------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------ -------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

نفر وارد این رستوران شوند به چند طریق  5تمرین) در یک رستوران فقط دو نوع خورش قورمه سبزي و قیمه وجود دارد. اگر 

  کند) توانند سفارش غذا بدهند؟ (هر نفر فقط یک پرس غذا میل می می

 ------------------------------------------------------------------------------------ -------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------- ------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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کند. اگر  ي هم مرکز، تیراندازي می تمرین) تیراندازي به سمت یک هدف، شامل دو دایره

  ي تر و خارج دایره ي بزرگ امتیاز و اگر به دایره 5تر بزند  ي با شعاع کوچک او تیر را به دایره

تر  ي بزرگ یرهي تیرها به داخل دا تیر انداخته و همه 15گیرد. اگر او کمتر از  امتیاز می 3تر بزند  کوچک

تواند  امتیاز گرفته باشد چند حالت براي او در این تیراندازي می 42اصابت کرده باشد و در پایان 

   ثبت شود؟

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------ -------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------- ------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  تعلق دارد؟ 9ي  نهشتی به پیمانه ي هم به کدام دسته 1398تمرین) عدد 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----- --------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------------------------- ----------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

kتمرین) اگر -----  ∈ ℤپذیر است ، ثابت کنید فقط یکی از سه حالت زیر ام�ن  

k(به عبارت دیگر،  ∈ kیا  3[0] ∈ kیا  3[1] ∈ [2]3(  

k ≡
3

k یا 0 ≡
3

k یا 1 ≡
3

2 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------- ---------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------------------------------------------------------------- ------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

aتمرین) اگر  ≡
�

b  وn|m  ثابت کنیدa ≡
�

b.  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------- ------------------------------------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

aین) فرض کنیم، تمر ≡
�

b  وb ≡
�

c  و(m, n) = d صورت ثابت کنید  این درa ≡
�

c.  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------------------ -- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------- ------------------------- 
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�aه  مساوي باشند آن mبر  bو a هاي تقسیم دو عدد  مانده تمرین) ثابت کنید: اگر باقی ≡
�

b.  

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------------------------------------------------- ------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------- ----------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  تمرین) عکس تمرین بالا را بیان و اثبات کنید.

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------- ------------------------------------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--- ----------------------------------------------------------------------------------------- 

  اي خیاّم یعنی، تمرین) با استفاده از بسط دو جمله

(a + b)� = �
n
0

� × a� + �
n
1
� × a��1b + �

n
2

� × a��2b2 + �
n
3

� × a��3b3 + ⋯ + �
n
n

� × b�  

nثابت کنید که براي هر  ∈ ℕ  وa, b ∈ ℤ  همواره(a + b)� ≡
��

a� + b�.  

------------------------------- ------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------- ------------------------------------------------------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------ -------------- 

2351ثابت کنید عدد  تمرین) با توجه به تمرین بالا − 1151 −   پذیر است. بخش 132بر عدد  1251

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------- ------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------- ----------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

Aمانده تقسیم عدد  تمرین) باقی = (211 + 7) ×   بیابید. 23را بر  9

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------- ---------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

-------------------------------------------------------------------------------- ------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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3a)تمرین) اگر دو عدد  − 4a)و  (5 − 9a)رقم ی�ن برابر داشته باشند رقم ی�نِ عدد  (7 +   دست آورید. را به (6

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------------------------- ---------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------- --------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

Aمانده تقسیم عدد  تمرین) باقی  = 1! + 2! + 3! + ⋯ +   را بیابید) Aدست آورید (رقم ی�ن  به 10را بر  !500

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------------------------------------- --------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------ -------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

7xي سیّاله   هاي عمومی معادله تمرین) جواب + 5y =   دست آورید. خطی را به 11

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

- ------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------------------------------------- --------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  تومانی تبدیل کرد؟ 5000و  2000هاي  تومان را به اسکناس 29000توان  تمرین) به چند طریق می

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------------------------------------------- --------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------ -------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  دست آورید. ها را به هاي عمومی آن  نهشتی زیر را در صورت ام�ن حل کرده و جواب هاي هم تمرین) معادله

423x (الف ≡
11

79 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------ -------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------- ------------------------------------------------------------------- 

(ب   8x ≡
12

20 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------- ------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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51x (ج ≡
6

11 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------- ------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------------------------------------------------- --- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ماه در همان سال چه روزي از هفته است؟ اسفند  7تمرین) اگر اوّل مهر ماه، در یک سال روز یکشنبه باشد، 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------------------------- --------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ------------------------------------------ -------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  مرداد ماه در همان سال چه روزي از هفته است؟ 31بهمن در یک سال جمعه باشد،  12تمرین) اگر 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------------------------------------------- --------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------ -------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  پذیر باشد. بخش 11بر  9ي  ها به علاوه برابر آن 5را بیابید که  aي اعداد صحیح چون  تمرین) همه

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------ -------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------- ------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  کیلویی وزن کرد؟ 5و  3هاي  کیلویی را با وزنه 23ي  توان یک کیسه تمرین) به چند طریق می

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------------- ------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------- ------------------------------------ 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  شاخه به دلخواه انتخاب کرد؟ 9توان از بین دو نوع � یک دسته � شاملِ  تمرین) به چند طریق می

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------------- ------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 73امتیازي پاسخ داده و مجموعاً  9امتیازي و  7به سؤالات ي علمی شرکت کرده است. او  تمرین) شخصی در یک مسابقه

دست آورید؟ (پاسخ به هر سؤال یا امتیاز  هایی توانسته این امتیاز را به امتیاز کسب کرده است. این شخص به چه صورت

  �مل دارد و یا امتیازي ندارد)

 --------------------------------------------------------------- ----------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------- ---------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------- --------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

--------------------------------------------------------------------------------------- ----- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------------------------- ---------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ----------------------------------------- --------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------ -------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

---------------------------------------------------------------------------------------- ---- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------------------------- --------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ------------------------------------------ -------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------- ------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

----------------------------------------------------------------------------------------- --- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

------------------------------------------------------------------ -------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   


